































































































la rétro-propagation du gradient

1 Architecture du réseau

Dans un réseau en couches, toute cellule d'entrée est suivie d'une succession de couches dites
"cachées", pour finalement aboutir sur une couche de sortie.

wld couche[4] [s]

Sorties

couche cachée couche de sortie

Fio, 1'-Architecture générale d'un réseau multi-couches

I - présence de neurones des couches intermédiaires apporte une richesse a la structure qui doit
accroitre les capacités du réseau. Il faut insister sur le fait que les cellules internes n'ont aucune
connexion prédéfinie. elles ne servent qu'a contribuer & l'obtention du résultat souhaité en
sortie. Une autre particularité réside dans la fonction de transfert des unités. Ce sont des
éléments semi-linéaires, qui compressent le potentie! du neurone dans lintervalle [-1,+1]. Les
fonctions qui réalisent cette tiche doivent étre continues et dérivables .

Pour l'unité 7 de la couche /q/, en considérant que les xj'[CI] sont les entrées de cette couche, le
Jotentiel pj[cﬂ vaudra: .

A= 3
J

et la sortie yj[Cﬂ sera déterminée, & partir du potentiel, comme:
sl = (pylal)

la fonction de transfert ¢ peut étre, par exemple, égale a:

-y

o) = thv) = =
e =+

v

ot th dénote la fonction tangente hyperbolique dont la dérivé s'exprime par:

th(v)' =1 - th¥(v) _ =
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Sur cette architecture, nous allons voir comment modifier les poids entre unités, c'est & dire
comment faire l'apprentissage. L'architecture que nous vencns de décrire comporte plusieurs
paramétres, tels que la forme de la fonction de transfert, le nombre de couches, le nombre
d'unités par couche. Actuellement, il n'existe pas de méthode analytique pour déterminer ces
paramétres de structure. II convient donc d‘acquenr un savoir faire pour étre capable
d'exploiter au mieux ce modéle. C'est d'ailleurs ce qui le rend physiologiquement peu plausible
et difficilement exploitable pour de gros problémes.

2 Algorithme de retro-propagation du gradient

Comme nous venons de le voir |, le réseau est structuré en couches successives, traversées par
ie signal d'entrée qui se propage vers la couche de sortie. Ii n'est pas difficile de trouver un
terme d'erreur & minimiser. 11 suffira, en considérant qu'un superviseur est capable d'engendrer
un objectif & atteindre, de calculer I'écart entre cet objectif et la réponse fournie par le réseau
fig. 2.

. widl couche[d] [s]
O""“’ -—
Entecs ﬁ > -—
P Sorties Objectifs
Yr d r

O—» a4

couche cachée couche de sortie

Fig , 2 -Calcul du terme d'erreur

L'algorithme d'ajustement des poids considére le terme d'erreur comme une grandeur a
minimiser afin d'obtenir une configuration qui copie au mieux la fonction de transfert définie
par les présentations successives des couples (x,dp). Or si nous voulons utiliser une technique
de minimisation & base de gradient stochastique, seule la couche d'interconnexions reliée aux
neurones de sortie a la connaissance de la grandeur 4 minimiser. Les couches internes, reliées
aux neurones cachés, n'ont pas de terme & minimiser. 1 n'y a ainsi aucune fagon de connaitre
directement la variation des poids & appliquer. Le principe de l'algorithme de rétro- -propagation
du gradient réside dans la possibilité-de donner un objectif aux neurones des couches internes
et, par conséquent, une mesure de la variation des poids 4 appliquer pour le satisfaire. Un
neurone place dans une couche interne peut avoir 'erreur calculée en sortie du réseau a travers
les poids qui le relient & la sortie. L'algorithme pourra ainsi moduler les poids qui arrivent sur
un neurone afin de réduire sa participation & 'erreur calculée en sortie du réseau.
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3 Définition du terme d'erreur

Nous définissons un terme d'erreur qu'il faut minimiser afin de trouver un ensemble de poids
suceptibles de satisfaire le probiéme pos¢. '

Pour un prototype r { r=1... R ), avec K le nombre d'éléments de la céuche de sortie

le terme d'erreur instantanée, qui est un scalaire, s'éerit:

Ks
£ =" (der =y
=1

Le terme derreur doit émre défini sur 'ensemble des erreurs instantanées mesurées a chaque
présentation d'un couple (sortie désirée dp, sortie obtenue vy ).

R
5:

< F
F=1

Mais, dans la suite de la démonstration, nous ne considérerons que le terme d'erreur
instantanée, sans nuire en cela a la généralité du calcul.

4 Détermination du eradient de 'erreur par rapport aux poids

Comme nous l'avons constaté, la fonction d'un réseau est basée sur trois parameétres: les poids,
le potentiel du neurone et sa fonction de transfert non linéaire. Nous décomposerons l2s
calcul de facon & faire apparaitre toutes les opérations élémentaires ce qui nous permettra de
simplifier la présentation de la démonstration. En premier lieu, nous examinons la varation
de l'erreur par rapport au poids Wi [9) comme la composition de la variation de l'erreur par
rapport & une variation du potentiel du neurone i de la couche [g] ¢t de la vanation de ce
potentiel en fonction des poids incidents Wjj[q}. Le potentiel p; est choisi car 1l depend de
wiilal.

5&} ngr @1}“ g}
(}IVU“" é‘j‘olr{q] (//:;'Vij[q}

Couche [q}

fal [q]
‘7 1
\V[(ﬂ\ e = C (pir ) .o
g
@-———>—//‘#®' , Fig 3 -Propagation 4 travers les couches

gl X'[V
ir Jr

Nous appelons signal d'erreur instantanée le premier terme de cette décomposition, et nous le
notons de la fagons suivante:

Couche [g-1]

] = Cor
O = EING
Cprr

r

Ce terme sera dévetoppé plus loin, en fonction de la couche [q], et nous permetira de faire
apparaitre une forme récurrente pour son évaluation sur une couche interne & partir de la

_ 5.
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sortie désirée. Considérons maintenant un neurone i placé sur une couche interne [g]. Son
potentiel est calculé a partir des sorties de la couche précédente pondérées par les poids
incidents. La variation de ce potentiel par rapport aux poids s'ecrit:

s1 Kq est le nombre de neurones sur lacouche g
=) {C” -~

K
; c . Sl i
- ( pplfaxgj
it aw, Z i)

Le calcul de ¢e terme est immédiar er montre naturetlement que le potentiel ne dépend gue de
l'entrée des neurones.

~ gl
i[rj‘ — E‘fll

vl
i

En regroupant les deux membres de I'équation, nous pouvons dégager une forme simple de
I'expression du gradient de {'erreur par rapport aux poids:

5
o

av
s, _ dal ld]
ol ir 7Y
5&?{}“ |

5 Expression du signal d'erreur

11 faut maintenant expliciter le terme d'erreur & qui dépendra de la couche sur laquelle 11 est
caleuld. Nous décomposons le signal d'erreur comme la variation de erreur en fonction de la
sortie muitipliée par la variation de la sortie par rapport au potentiel:

) s f\l{(]j‘l
Ué:r . éyé; Oyir

A gl lg] =ld]
Opi[)! i 6’3/1[}" Cpfr! )

Ici encore, nous calculerons facilement le second membre de l'expression:

Gy (4]

roo_ 14

N M - G’ (pfr )

Qpir

c'est & dire que la variation de sortie n'est que la dérivée de la fonction de transfert du neurone
appliguée a son potentiel. 1] reste enfin a déterminer 'expression de la vanation de l'erreur en

fonction de celles de ia sortie des neurones. Pour cela, nous allons considérer deux cas selon
que nous nous trouvons sur la couche de sortie ou sur une couche cachee.
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6.1. Couche de sortie;: g =s

Pour la couche de sortie (s), qui contient Ks neurones, nous connaissons directement le terme
d'erreur, comme il a €té défini précédemment. L'expression du gradient de l'erreur par rapport
aux sorties des neurones vaut done:

] Ky
e, ¢ 1 d, -0y
ST 5512 Z v Vi)
i =1

ir

E

g =—(d, - )

Le signal d'erreur 3i, pour la couche de sortie vaut dong;

I

{s1 s v 18] 3
&:+(dff'_y1[rj)o—(p;rj }

6.2. Couches cachées: g <s

)

Pour les couches cachées, l'expression du terme d'erreur n'es pas directement connue: ¢'est la
difficuité principale de cet algorithme. Nous allons considérer que le terme derreur est vu aw
travers des interconnexions qui relient la couche interne & la couche de sortie. Nous
¢valuerons l'erreur de la facon suivante:

Couche [q] Couche [q+1] Couche {sj

sl
%) 6 Fig Rétro-propagation du
i ir terme d'erreur

K[‘f"'l! i~ o (q-}}

! wayt &Y

La variation de l'erreur en sortie du réseau par rapport a la sortie d'une couche interne est
décomposée comme la somme de toutes les variations de l'erreur par rapport aux potentiels de
la couche sutvante multipliée par la variation de ces potentiels par rapport a la sortie du
neurone considéré. Le second terme vaut, en écrivant p, (a71) en fonction de la sortie de la

- couche précédente:
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Kfqﬂ]
f"g[q] Z é‘q*h W(l +1]

Cyfr k=1

En reprenant la déﬁnition du signal d'erreur:

ﬁgf' 55 @/1 r

~ [q] ,Lq' A [g]

Fir Cpn

nous pouvons extraire une formulation récurrente de 8. Le signal d'erreur pour une couche
interne vaut:

(7’1 ]
o = Zc?" o (o)

i
i
i
I
'

Cette expression permet de répercuter le signal d'erreur depuis la couche externe, ou 1l est
directement calculé & partir des sorties désirées, vers les couches internes o 1l est estime.

7. Expression de la variation des poids.

Enfin, en reprenant la régle générale de modification des poids, on modifie les Wij“ﬂ suivant:

MWEQP

nous trouvons les formules suivantes:

1- Pour les poids entre l'avant derniére couche et la couche de sortie:

K. [5] [s]
AVYI] - a(djr - ylr)xjr G’ (pir l)

2- Pour tous les poids entre la couche {q) et la couche(q+1)

lq-v-h

AW, = mZa”m“ng@f)

Cette e\:pressmn signifie que erreur en sortie du réseau est propagee en sens rétrograde avec
les mémes poids de connexion que ceux employés en sens direct. ‘
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| La procédure de modification des poids se résume donc de la maniére suivante:

-(1) Imtialisation des poids W(q) entre les neurones des couches consécutives g=1,...,8
a des petites valeurs aléatoires

-(2) Présentation d'une entrée x, et de la sortie deésirée dp, r est le numéro de la
présentation d'un couple (entrée, sortie désirée), r=1,.., R

-(3) Calcul de la sortie actuelle par propagation directe 4 travers toutes les couches:
Kaq Aq

1 = o3I < of 3l
i=1 i=1

ou o est la fonction neurone.
Pour la couche dentrée q = 1, y[a-1=x

a
a

-(4) Caleul de Tl'erreur en sortie (pour le tracé de I'¢volution du terme d'erreur, mais
n'est pas nécessaire au calcul d'adaptation).

- ] & fion
¢ = ;Z(dkr —Va )
Z %=l

ou
dy est la sortie désirée associée au vecteur Xp
Yr[s] est la sortie obtenue sur la derniére couche lors de la présentation du vecteur d'entrée Xy

& est l'erreur calculée pour le couple {(xy, ¢r)
-(5) Rétro-propagation du signal d'erreur ( &;;) depuis la derniere couche vers la

premiere couche : -
-pour chaque ceilule de sortie:

&= o (phd, - v

i
- pour les cellules cachées:

K, ] |
1= 3 ot )
k=1

-(6) Mise a jour des poids seton la regle:
r, roT-
Al = 9] 4]
A i - a(éE) x]i‘ )
ol & est un paramétre d'apprentissage compris entre 0 et +1.

-(7) retour & (2) tant qu'il y a des couples & présenter
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Applications : Identification de patterns

i
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l— + l;'+ * . - + H + ig * _A + 20 ih.i Pk 8
Haddyrprdp
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Prédiction de séries temporelles

Its.dat’

resy
‘datas.dat’ -—
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